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Аннотация
Рассмотрена нелинейная вариационная задача на собственные значения
в бесконечномерном гильбертовом пространстве V , состоящая в нахожде-
нии чисел λ и ненулевых элементов u из V , удовлетворяющих уравнению
a(u, v) = λb(u, v) для любых элементов v из V . Доказано, что в случае, ко-
гда билинейная форма a является симметричной положительно определенной
и ограниченной, билинейная форма b является симметричной положитель-
ной и вполне непрерывной, задача имеет последовательность положительных
конечнократных собственных значений с единственной предельной точкой
на бесконечности. Собственным значениям отвечает последовательность соб-
ственных элементов, образующая полную систему в пространстве V . Зададим
семейство конечномерных подпространств Vh гильбертова пространства V ,
удовлетворяющее условию предельной плотности. Метод Рэлея-Ритца состо-
ит в аппроксимации исходной бесконечномерной задачи конечномерной зада-
чей в подпространстве Vh. Конечномерная аппроксимация осуществлялась с
помощью метода конечных элементов. Доказано, что приближенная задача
имеет конечную последовательность положительных собственных значений,
которым отвечает последовательность собственных элементов, образующая
полную систему в гильбертовом пространстве Vh. Для приближенных соб-
ственных значений и собственных элементов при достаточно малых h уста-
новлены оценки погрешности. При исследовании сходимости приближенной
задачи использовалась вспомогательная параметрическая линейная задача
на собственные значения.
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Введение
Задачи на собственные значения возникают в науке и технике при ма-
тематическом моделировании сложных технических процессов и систем.
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Эти задачи описываются дифференциальными уравнениями, содержащи-
ми неизвестную функцию и спектральный параметр. Обобщенная поста-
новка дифференциальной задачи приводит к вариационной задаче на соб-
ственные значения в бесконечномерном гильбертовом пространстве V , со-
стоящей в нахождении чисел λ и ненулевых элементов u из V , удовлетворя-
ющих уравнению a(u, v) = λb(u, v) для любых элементов v ∈ V. Предполо-
жим, что билинейная форма a(·, ·) является симметричной положительно
определенной и ограниченной, билинейная форма b(·, ·) является симмет-
ричной положительной и вполне непрерывной. В этом случае задача имеет
последовательность положительных конечнократных собственных значе-
ний λk, k = 1, 2, . . ., с единственной предельной точкой на бесконечности.
Собственным значениям отвечает последовательность собственных элемен-
тов uk, k = 1, 2, . . ., образующая полную систему в гильбертовом простран-
стве V . Зададим семейство конечномерных подпространств Vh гильбертова
пространства V , удовлетворяющее условию предельной плотности. Метод
Рэлея–Ритца состоит в аппроксимации исходной бесконечномерной зада-
чи конечномерной задачей в подпространстве Vh, состоящей в нахождении
чисел λh и ненулевых элементов uh из Vh, удовлетворяющих уравнению
a(uh, vh) = λhb(uh, vh) для любых элементов vh ∈ Vh. Приближенная зада-
ча имеет конечную последовательность положительных собственных зна-
чений λhk , k = 1, 2, . . . , Nh. Собственным значениям отвечает последова-
тельность собственных элементов uhk, k = 1, 2, . . . , Nh, образующая полную
систему в гильбертовом пространстве Vh. Для приближенных собственных
значений и собственных элементов при достаточно малых h справедливы
оценки погрешности [1, с. 264] :
0 6 λhk − λk 6 c (ε
h)2, ‖uhk − uk‖ 6 c ε
h, εh = sup
u∈Uk,‖u‖=1
inf
vh∈Vh
‖u− vh‖,
где c – постоянная, не зависящая от h, Uk – собственное подпространство,
отвечающее собственному значению λk. В настоящей работе метод Рэлея–
Ритца изучается для вариационных задач на собственные значения, когда
билинейные формы зависят от спектрального параметра. Нелиненйые за-
дачи на собственные значения возникают в физике плазмы, гидродинами-
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ке, в теории упругости и интегральной оптике [2–7].
1. Постановка задачи.
Пусть V – вещественное бесконечномерное гильбертово пространство
с нормой ‖ · ‖, R – числовая прямая, Λ = (0,∞). Введем отображения
a : Λ× V × V → R, b : Λ× V × V → R, которые при фиксированном пер-
вом аргументе µ ∈ Λ являются симметричными билинейными формами
a(µ) = a(µ, ·, ·) : V × V → R и b(µ) = b(µ, ·, ·) : V × V → R. Предполо-
жим, что для фиксированного µ ∈ Λ билинейная форма a(µ, ·, ·) является
положительно определенной и непрерывной (ограниченной), то есть суще-
ствуют положительные непрерывные функции α1(µ) и α2(µ) такие, что
α1(µ)‖v‖
2
6 a(µ, v, v) 6 α2(µ)‖v‖
2 ∀v ∈ V.
Предположим, что для фиксированного µ ∈ Λ билинейная форма b(µ, ·, ·)
является положительной и вполне непрерывной, то есть b(µ, v, v) > 0 для
v ∈ V \ {0} и b(µ, vi, vi)→ b(µ, v, v) при i→∞ для vi ⇀ v в V при i→∞.
Символом ⇀ обозначается слабая сходимость в гильбертовом простран-
стве V .
Сформулируем нелинейную задачу на собственные значения: найти λ ∈ Λ,
u ∈ V \ {0} такие, что
a(λ, u, v) = λb(λ, u, v) ∀v ∈ V. (1)
Число λ, удовлетворяющее уравнению (1), называется собственным значе-
нием билинейной формы a(λ, ·, ·) относительно билинейной формы b(λ, ·, ·),
а элемент u – отвечающим λ собственным элементом. Короче λ и u бу-
дем называть собственным значением и собственным элементом задачи
(1). Множество U(λ), состоящее из собственных элементов, отвечающих
собственному значению λ, и нулевого элемента, образует замкнутое под-
пространство в V , которое называется собственным подпространством,
соответствующим собственному значению λ. Размерность этого подпро-
странства называется кратностью собственного значения λ. Если размер-
ность собственного подпространства равна единице, то соответствующее
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собственное значение называется простым.
Заметим, что если w – собственный элемент, отвечающий собственному
значению λ задачи (1), то для произвольной отличной от нуля постоянной
c элемент u = cw также является собственным элементом, отвечающим
собственному значению λ. Постоянную c, а, значит, и собственный элемент,
можно фиксировать, используя условие нормировки. В последующем изло-
жении применяется нормировка, когда c выбирается из условия ‖u‖b(λ) = 1,
где ‖u‖2
b(µ) = b(µ, u, u). Следовательно, c = 1/‖w‖b(λ).
Предположим, что выполнено условие непрерывности по числовому ар-
гументу для билинейных форм a(µ) = a(µ, ·, ·) и b(µ) = b(µ, ·, ·), то есть
α(µ, η) → 0, β(µ, η)→ 0 при µ→ η, µ, η ∈ Λ, где
α(µ, η) = ‖a(µ)− a(η)‖, β(µ, η) = ‖b(µ)− b(η)‖.
Определим функционал Рэлея (отношение Рэлея) выражением
R(µ, v) =
a(µ, v, v)
b(µ, v, v)
∀v ∈ V \ {0}, µ ∈ Λ.
Предположим, что отношение Рэлея является невозрастающей по число-
вому аргументу функцией, то есть
R(µ, v) > R(η, v), µ < η, µ, η ∈ Λ, v ∈ V \ {0}.
Укажем на следующее свойство билинейной формы b(µ, ·, ·) при фикси-
рованном µ ∈ Λ: существует положительная постоянная β2(µ) такая, что
b(µ, v, v) 6 β2(µ)‖v‖
2 ∀v ∈ V.
2. Параметрическая задача.
Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения при
фиксированном µ ∈ Λ: найти γ = γ(µ) ∈ R, y = y(µ) ∈ V \ {0} такие, что
a(µ, y, v) = γb(µ, y, v) ∀v ∈ V. (2)
Задача (2) имеет последовательность положительных конечнократных соб-
ственных значений γk = γk(µ), k = 1, 2, . . ., занумерованных с учетом крат-
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ности:
0 < γ1 6 γ2 6 . . . 6 γk 6 . . . , lim
k→∞
γk = ∞.
Этим собственным значениям соответствует ортонормированная система
собственных элементов yk = yk(µ), k = 1, 2, . . . такая, что a(µ, yi, yj) = γiδij,
b(µ, yi, yj) = δij, i, j = 1, 2, . . . Элементы yk, k = 1, 2, . . . образуют полную
систему в пространстве V .
Обозначим
Ek(µ) = span{y1(µ), y2(µ), . . . , yk(µ)},
k = 1, 2, . . . Для подпространства W пространства V определим
W⊥a(µ) = {v : v ∈ V, a(µ, v, w) = 0 ∀w ∈ W}.
Положим E0(µ) = {0}, (E0(µ))
⊥
a(µ) = V .
ПустьW есть подпространство пространства V . Обозначим через Ek(W )
множество всех k-мерных подпространств пространстваW при k > 1. Мно-
жество E0(W ) состоит только из E0(µ). Положим Ek = Ek(V ) при k > 0.
Справедливы вариационные свойства
γk = min
v∈(Ek−1(µ))⊥a(µ)\{0}
R(µ, v) = max
v∈Ek(µ)\{0}
R(µ, v),
γk = max
W∈Ek−1
min
v∈W⊥
a(µ)\{0}
R(µ, v) = min
W∈Ek
max
v∈W\{0}
R(µ, v),
где k = 1, 2, . . .
Из вариационных свойств вытекают неравенства γk(µ) > γk(η) при µ < η,
µ, η ∈ Λ.
Далее в этом параграфе через c = c(µ, η) обозначаются различные по-
стоянные, непрерывно зависящие от µ, η ∈ Λ.
Лемма 1 Если µ, η ∈ Λ и величина |µ− η| достаточно мала, то суще-
ствует постоянная c, для которой справедлива оценка
|γk(µ)− γk(η)| 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)).
Доказательство. Для v ∈ V \ {0}, µ, η ∈ Λ имеет место равенство
R(µ, v)−R(η, v) =
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=
a(µ, v, v)− a(η, v, v)
a(µ, v, v)
R(η, v) +
b(η, v, v)− b(µ, v, v)
a(µ, v, v)
R2(η, v)+
+
a(µ, v, v)− a(η, v, v)
a(µ, v, v)
(R(µ, v)− R(η, v))+
+
b(η, v, v)− b(µ, v, v)
a(µ, v, v)
(R(µ, v)−R(η, v))R(η, v).
Отсюда для достаточно малых |µ− η| находим
R(µ, v)−R(η, v) =
=
a(µ, v, v)− a(η, v, v)
a(µ, v, v)
R(η, v) +
b(η, v, v)− b(µ, v, v)
a(µ, v, v)
R2(η, v)
1−
a(µ, v, v)− a(η, v, v)
a(µ, v, v)
−
b(η, v, v)− b(µ, v, v)
a(µ, v, v)
R(η, v)
,
где v ∈ V \ {0}, µ, η ∈ Λ.
Теперь, используя вариационные свойства собственных значений, выво-
дим
γk(µ) = min
W∈Ek
max
v∈W\{0}
R(µ, v) 6 max
v∈Ek(η)\{0}
R(µ, v) 6
6 max
v∈Ek(η)\{0}
R(η, v) + max
v∈Ek(η)\{0}
|R(µ, v)−R(η, v)| 6
6 γk(η) + κ(µ, η),
где
κ(µ, η) =
α(µ, η)
α1(µ)
γk(η) +
β(µ, η)
α1(µ)
γ2k(η)
1−
α(µ, η)
α1(µ)
−
β(µ, η)
α1(µ)
γk(η)
,
κ(µ, η) 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)).
В результате получим
γk(µ)− γk(η) 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)),
γk(η)− γk(µ) 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)),
что завершает доказательство леммы.
Пусть γi(µ), i = 1, 2, . . ., – последовательность собственных значений
задачи (2), yi(µ), i = 1, 2, . . ., – ортонормированная система собственных
элементов, соответствующая собственным значениям γi(µ), i = 1, 2, . . .
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Зафиксируем µ ∈ Λ. Предположим, что γk = γk(µ) есть собственное
значение задачи (2) кратности s,
γk−1 < γk = γk+1 = · · · = γk+s−1 < γk+s,
где k > 1, γ0 = 0. Для η ∈ Λ обозначим
Yk(η) = span{yk(η), yk+1(η), ..., yk+s−1(η)}.
Пусть W1 и W2 – два замкнутых подпространства пространства V ,
dimW1 = dimW2 <∞, P1 и P2 – ортогональные проекторы наW1 иW2 со-
ответственно. Раствор подпространств W1 и W2 гильбертова пространства
V определяется соотношениями
ϑ(W1,W2) = max
u∈W2,‖u‖=1
‖u− P1u‖ = max
u∈W1,‖u‖=1
‖u− P2u‖.
Лемма 2 Если µ, η ∈ Λ и величина |µ− η| достаточно мала, то суще-
ствует постоянная c, для которой справедлива оценка
ϑ(Yk(µ), Yk(η)) 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)).
Доказательство. Представим элемент y ∈ Yk(µ) в виде разложения
y = Qk(η)y + vk(η) + wk(η),
где
Qk(η)y =
k+s−1∑
i=k
βi(η)yi(η), vk(η) =
k−1∑
i=1
βi(η)yi(η),
wk(η) =
∞∑
i=k+s
βi(η)yi(η), βi(η) = b(η, y, yi(η)), i = 1, 2, . . .
Заметим, что используется следующее соглашение о знаке суммирова-
ния
n∑
i=m
: если n < m, то сумма полагается равной нулю.
Согласно лемме 1, выберем η ∈ Λ так, чтобы выполнялись соотношения
γk(µ)− γk−1(η) > 0, γk+s(η)− γk(µ) > 0.
Обозначим
δ(η, v) = sup
w∈V \{0}
|a(η, v, w)− γkb(η, v, w)|
‖w‖a(η)
.
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Для k > 1 докажем оценку
‖vk(η)‖a(η) 6
γk−1(η)
γk(µ)− γk−1(η)
δ(η, y).
Эта оценка при k = 1 выполняется тривиально. Пусть k > 2. Тогда спра-
ведливы соотношения:
a(η, y, vk(η)) = a(η, vk(η), vk(η)),
b(η, y, vk(η)) = b(η, vk(η), vk(η)),
a(η, vk(η), vk(η)) 6 γk−1(η)b(η, vk(η), vk(η)).
Следовательно, получим
−a(η, y, vk(η)) + γkb(η, y, vk(η)) =
= −a(η, vk(η), vk(η)) + γkb(η, vk(η), vk(η)) >
> (γk(µ)− γk−1(η))b(η, vk(η), vk(η)) >
>
γk(µ)− γk−1(η)
γk−1(η)
a(η, vk(η), vk(η)), k > 2.
Отсюда выводим требуемую оценку.
Для k > 1 докажем оценку
‖wk(η)‖a(η) 6
γk+s(η)
γk+s(η)− γk(µ)
δ(η, y).
Нетрудно проверить, что
a(η, y, wk(η)) = a(η, wk(η), wk(η)),
b(η, y, wk(η)) = b(η, wk(η), wk(η)),
a(η, wk(η), wk(η)) > γk+s(η)b(η, wk(η), wk(η)).
Поэтому приходим к соотношениям
a(η, y, wk(η))− γkb(η, y, wk(η)) =
= a(η, wk(η), wk(η))− γkb(η, wk(η), wk(η)) >
>
γk+s(η)− γk(µ)
γk+s(η)
a(η, wk(η), wk(η)) >
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> (γk+s(η)− γk(µ))b(η, wk(η), wk(η)), k > 1.
Эти соотношения приводят к требуемой оценке.
В результате выводим
‖y −Qk(η)y‖a(η) 6 ‖vk(η)‖a(η) + ‖wk(η)‖a(η) 6
6
(
γk−1(η)
γk(µ)− γk−1(η)
+
γk+s(η)
γk+s(η)− γk(µ)
)
δ(η, y) 6 c δ(η, y) 6
6 c (α(µ, η) + β(µ, η))‖y‖a(η).
Следовательно, заключаем
ϑ(Yk(µ), Yk(η)) = sup
y∈Yk(µ)\{0}
‖y − Pk(η)y‖
‖y‖
6
6 c sup
y∈Yk(µ)\{0}
‖y −Qk(η)y‖a(η)
‖y‖a(η)
6 c (α(µ, η) + β(µ, η)),
где Pk(η) – ортопроектор на Yk(η). Лемма доказана.
3. Существование и свойства решений.
Обратимся к исследованию существования решений нелинейной задачи
на собственные значения (1).
Теорема 1 Задача (1) имеет последовательность конечнократных по-
ложительных собственных значений λk, k = 1, 2, . . ., занумерованных с
учетом кратности:
0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λk 6 . . . , lim
k→∞
λk = ∞.
Каждое собственное значение λi, i > 1 является единственным корнем
уравнения
µ− γi(µ) = 0, µ ∈ Λ, i > 1.
Собственное подпространство U(λi) задачи (1) является собственным
подпространством Y (µ), соответствующим собственному значению γi(µ)
линейной задачи на собственные значения (2) для µ = λi.
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Доказательство. Поскольку функции γi(µ), µ ∈ Λ, i = 1, 2, . . . явля-
ются непрерывными невозрастающими функциями, то функции µ− γi(µ),
µ ∈ Λ, i = 1, 2, . . . являются непрерывными возрастающими функциями.
Функции µ− γi(µ), µ ∈ Λ, i > 1 принимают положительные и отрицатель-
ные значения. Поэтому каждое из уравнений µ − γi(µ) = 0, µ ∈ Λ, i > 1
имеет единственное решение. Обозначим эти решения через λi, i = 1, 2, . . .,
то есть λi−γi(λi) = 0, i = 1, 2, . . .Чтобы убедиться, что числа λi, i = 1, 2, . . .
упорядочены по неубыванию, предположим противное, то есть λi > λi+1.
Тогда получим противоречие:
λi = γi(λi) 6 γi(λi+1) 6 γi+1(λi+1) = λi+1.
Числа λi, i = 1, 2, . . . являются собственными значениями задачи (1).
Докажем, что собственные значения занумерованы с учетом кратности,
то есть если λi−1 < λi = λi+1 = . . . = λi+s−1 < λi+s, то dimU(λi) = s.
Поскольку λj = γj(λj), j > 1, то
γi−1(λi−1) < γi(λi) = . . . = γi+s−1(λi+s−1) < γi+s(λi+s).
Учитывая монотонность функций γj(µ), µ ∈ Λ, j = 1, 2, . . ., получим
γi−1(λi) < γi(λi) = . . . = γi+s−1(λi) < γi+s(λi).
Следовательно, γi(λi) – собственное значение задачи (2) при µ = λi и
dimY (λi) = s, где Y (µ) – собственное подпространство отвечающее, соб-
ственному значению γi(µ) задачи (2). Поэтому мы заключаем dimU(λi) =
dimY (λi) = s.
Если предположить, что собственные значения ограничены λi 6 c при
i > 1, то приходим к противоречию:
λi = γi(λi) > γi(c) →∞
при i→∞. Теорема доказана.
Теорема 2 Пусть λi – собственное значение задачи (1) кратности s
такое, что
λi−1 < λi = λi+1 = . . . = λi+s−1 < λi+s.
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Если µ ∈ Λ и величина |λi−µ| достаточно мала, то существует посто-
янная c, для которой справедливы оценки
|λi − γi(µ)| 6 c (α(λi, µ) + β(λi, µ)),
θ(U(λi), Yi(µ)) 6 c (α(λi, µ) + β(λi, µ)).
Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из лемм 1 и 2.
4. Схема аппроксимации.
Для аппроксимации задачи (1) зададим конечномерные подпростран-
ства Vh пространства V размерности Nh, удовлетворяющие условию пре-
дельной плотности, то есть для любого элемента v из V
εh(v) = inf
vh∈Vh
‖v − vh‖ → 0
при h → 0. Из условия предельной плотности вытекает, что Nh → ∞ при
h→ 0.
Нелинейную задачу на собственные значения (1) будем аппроксимиро-
вать конечномерной задачей: найти λh ∈ Λ, uh ∈ Vh \ {0} такие, что
a(λh, uh, vh) = λhb(λh, uh, vh) ∀vh ∈ Vh. (3)
Число λh, удовлетворяющее уравнению (3), называется приближенным соб-
ственным значением, а элемент uh – приближенным собственным элемен-
том, отвечающим λh. Множество Uh(λ
h), состоящее из собственных элемен-
тов, отвечающих собственному значению λh, и нулевого элемента, образует
замкнутое подпространство в Vh, которое называется собственным подпро-
странством, соответствующим собственному значению λh.
5. Существование приближенных решений.
Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения при
фиксированном параметре µ ∈ Λ: найти γh = γh(µ) ∈ R, yh = yh(µ) ∈
Vh \ {0} такие, что
a(µ, yh, vh) = γhb(µ, yh, vh) ∀vh ∈ Vh. (4)
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Задача (4) имеет Nh положительных конечнократных собственных значе-
ний γhk = γ
h
k (µ), k = 1, 2, . . . , Nh, занумерованных с учетом кратности:
0 < γh1 6 γ
h
2 6 . . . 6 γ
h
Nh
.
Этим собственным значениям соответствует ортонормированная система
собственных элементов yhk = y
h
k(µ), k = 1, 2, . . . , Nh такая, что a(µ, y
h
i , y
h
j ) =
γhi δij, b(µ, y
h
i , y
h
j ) = δij, i, j = 1, 2, . . . , Nh. Элементы y
h
k , k = 1, 2, . . . , Nh
образуют полную систему в пространстве Vh.
Обозначим
Ehk (µ) = span{y
h
1 (µ), y
h
2 (µ), . . . , y
h
k(µ)}, k = 1, 2, . . . , Nh.
Для подпространства Wh пространства Vh определим (Wh)
⊥
a(µ) ={v
h : vh ∈
Vh, a(µ, v
h, wh) = 0 ∀wh ∈ Wh}. Положим E
h
0 (µ) = {0}, (E
h
0 (µ))
⊥
a(µ) = Vh.
Справедливы соотношения
γhk = min
vh∈(Ehk−1(µ))
⊥
a(µ)\{0}
R(µ, vh) = max
vh∈Ehk (µ)\{0}
R(µ, vh),
γhk = max
Wh∈Ehk−1
min
vh∈(Wh)⊥a(µ)\{0}
R(µ, vh) = min
Wh∈Ehk
max
vh∈Wh\{0}
R(µ, vh),
γhk = max
Wh∈EhNh−k+1
min
vh∈Wh\{0}
R(µ, vh),
где k = 1, 2, . . . , Nh.
Имеют место неравенства γhk (µ) > γ
h
k (η) при µ < η, µ, η ∈ Λ.
Если µ, η ∈ Λ и величина |µ− η| достаточно мала, то существует посто-
янная c = c(µ, η), для которой справедлива оценка
|γhk (µ)− γ
h
k (η)| 6 c (α(µ, η) + β(µ, η)).
Теорема 3 Задача (3) имеет конечную последовательность конечно-
кратных положительных собственных значений λhk, k = 1, 2, . . . , Nh, за-
нумерованных с учетом кратности:
0 < λh1 6 λ
h
2 6 . . . 6 λ
h
Nh
.
Каждое собственное значение λhi , i > 1 является единственным корнем
уравнения
µ− γhi (µ) = 0, µ ∈ Λ, i > 1.
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Собственное подпространство Uh(λ
h
i ) задачи (3) является собственным
подпространством Yh(µ), соответствующим собственному значению
γhi (µ) линейной задачи на собственные значения (4) для µ = λ
h
i .
Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказатель-
ству теоремы 1.
6. Исследование сходимости.
Пусть λk – собственное значение задачи (1) кратности s такое, что
λk−1 < λk = λk+1 = . . . = λk+s−1 < λk+s,
где λ0 = 0, k > 1, Uk = U(λk) – собственное подпространство, отвечающее
λk, dimUk = s, U
h
k = span{y
h
k , y
h
k+1, . . . , y
h
k+s−1}, y
h
i , i = k, k+1, . . . , k+s−1
– собственные элементы приближенной схемы (4).
Для µ ∈ Λ введем оператор Ph(µ) : V → Vh по правилу
a(µ, u− Ph(µ)u, v
h) = 0 ∀vh ∈ Vh,
где u ∈ V . Заметим, что Ph(µ)u → u при h → 0, u ∈ V . Обозначим
Ph = Ph(λk). Положим
εh = sup
u∈Uk,‖u‖=1
εh(u).
Заметим, что εh → 0 при h→ 0.
Теорема 4 Для достаточно малых h справедлива оценка
0 6 λhk − λk 6 c (ε
h)2,
где c – постоянная, не зависящая от h.
Доказательство. Поскольку Ehk ⊂ Ek, то
γk(µ) = min
W∈Ek
max
v∈W\{0}
R(µ, v) 6
6 min
Wh∈Ehk
max
vh∈Wh\{0}
R(µ, vh) = γhk (µ).
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Для доказательства неравенства λhk > λk предположим противное, то есть
λhk < λk. Тогда приходим к противоречию
λk = γk(λk) 6 γ
h
k (λk) 6 γ
h
k (λ
h
k) = λ
h
k .
Теперь для достаточно малых h получим
0 6 λhk − λk = γ
h
k (λ
h
k)− γk(λk) 6 γ
h
k (λk)− γk(λk) 6 c (ε
h)2.
Здесь использована оценка погрешности для линейного случая. Теорема
доказана.
Теорема 5 Пусть λhk – собственное значение приближенной схемы (3),
uhk – отвечающий λ
h
k собственный элемент такой, что b(λ
h
k, u
h
k, u
h
k) = 1.
Тогда имеет место сходимость λhk → λk при h → 0, из каждой после-
довательности h′ → 0 можно выбрать подпоследовательность h′′ → 0
такую, что uhk → uk в V при h = h
′′ → 0, где λk и uk – собствен-
ное значение и собственный элемент задачи (1). Если λk – простое соб-
ственное значение и знаки собственных элементов uhk выбраны так, что
b(λhk, u
h
k, Phuk) > 0, то u
h
k → uk в V при h→ 0.
Доказательство. 1) В силу теоремы 4 и свойства предельной плотности
имеет место сходимость λhk → λk при h→ 0.
Для нормированных собственных элементов uhk имеем, что
a(λhk, u
h
k, u
h
k) = λ
h
k 6 c,
где c – постоянная, не зависящая от h. Следовательно, получим
‖uhk‖ 6
√
c/α1(λhk) 6 c1.
Поэтому из последовательности h′ → 0 можно извлечь подпоследователь-
ность h′′ → 0 такую, что uhk ⇀ w в V при h = h
′′ → 0.
Для любого v ∈ V выберем vh = Phv. При h = h
′′ → 0 выводим
a(λhk, u
h
k, v
h)→ a(λk, w, v), b(λ
h
k, u
h
k, v
h) → b(λk, w, v).
Переходя в уравнении
a(λhk, u
h
k, v
h) = λhk b(λ
h
k, u
h
k, v
h)
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к пределу по h = h′′ → 0, получим равенство
a(λk, w, v) = λk b(λk, w, v) ∀v ∈ V.
Поскольку
1 = b(λhk, u
h
k, u
h
k) → b(λk, w, w)
при h = h′′ → 0, то b(λk, w, w) = 1. Это означает, что λk и w = uk есть
собственное значение и отвечающий ему собственный элемент задачи (1).
Докажем, что имеет место сильная сходимость uhk → uk в V при h =
h′′ → 0. Несложные выкладки дают
α1(λ
h
k)‖u
h
k − Phuk‖
2
6 a(λhk, u
h
k − Phuk, u
h
k − Phuk) =
= a(λhk , u
h
k, u
h
k)− 2a(λ
h
k, u
h
k, Phuk) + a(λ
h
k , Phuk, Phuk) =
= λhk − 2a(λ
h
k, u
h
k, Phuk) + a(λ
h
k , Phuk, Phuk)→ λk − 2λk + λk = 0
при h = h′′ → 0. Здесь было учтено, что
a(λhk, u
h
k, u
h
k) = λ
h
k → λk,
a(λhk, u
h
k, Phuk) → a(λk, uk, uk) = λk,
a(λhk, Phuk, Phuk) → a(λk, uk, uk) = λk
при h = h′′ → 0. Следовательно, получим
‖uhk − uk‖ 6 ‖u
h
k − Phuk‖+ ‖uk − Phuk‖ → 0
при h = h′′ → 0.
2) Пусть λk – простое собственное значение, uk – нормированный соб-
ственный элемент, отвечающий λk, b(λk, uk, uk) = 1, k > 1, последователь-
ность uhk при h = h
′ → 0 сходится в V к собственному элементу, отвечаю-
щему собственному значению λk. Тогда u
h
k → uk в V при h = h
′ → 0 или
uhk → −uk в V при h = h
′ → 0.
Выберем знаки собственных элементов согласно условию
b(λhk, u
h
k, Phuk) > 0.
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Докажем, что uhk → uk в V при h = h
′ → 0. Предположим противное, то
есть uhk → −uk в V при h = h
′ → 0. Тогда получим
b(λhk, u
h
k, Phuk) → −b(λk, uk, uk) = −1
при h = h′ → 0, что противоречит предположению выбора знаков соб-
ственных элементов b(λhk, u
h
k, Phuk) > 0.
Составим последовательность h′ → 0, удовлетворяющую соотношению
‖uhk − uk‖ > c
при h = h′ → 0. Тогда, согласно пункту 1 доказательства, существует
подпоследовательность h′′ → 0 такая, что ‖uhk − uk‖ → 0 при h = h
′′ → 0.
Но это противоречит предыдущему неравенству.
Таким образом, для любой последовательности h′ → 0 имеет место схо-
димость uhk → uk в V при h = h
′ → 0, то есть uhk → uk в V при h → 0.
Теорема доказана.
Теорема 6 Имеет место сходимость ϑ(Uk, Uhk ) → 0 при h→ 0.
Доказательство. Чтобы доказать сходимость ϑ(Uk, Uhk ) → 0 при h→ 0,
предположим противное, то есть существует последовательность h = h′ → 0
такая, что
ϑ(Uk, U
h
k ) > c,
где c – положительная постоянная, не зависящая от h.
Выберем подпоследовательность h′′ → 0 так, чтобы yhi → ui в V при
h = h′′ → 0, i = k, k+1, . . . , k+s−1. Тогда для этой подпоследовательности
имеет место сходимость
ϑ(Uk, U
h
k ) = sup
u∈Uk\{0}
inf
uh∈Uhk
‖u− uh‖
‖u‖
6 sup
u∈Uk\{0}
‖u− vh‖
‖u‖
→ 0
при h = h′′ → 0, где элемент vh из Uhk определяется по правилу
vh =
k+s−1∑
i=k
b(λhk, Phu, y
h
i )y
h
i .
Полученное противоречие завершает доказательство. Теорема доказана.
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7. Исследование погрешности.
Пусть λk – собственное значение задачи (1) кратности s такое, что
λk−1 < λk = λk+1 = . . . = λk+s−1 < λk+s,
где λ0 = 0, k > 1, Uk = U(λk) – собственное подпространство, отвечающее
λk, dimUk = s, U
h
k = span{y
h
k , y
h
k+1, . . . , y
h
k+s−1}, y
h
i , i = k, k+1, . . . , k+s−1
– собственные элементы приближенной схемы (4). Положим
εh = sup
u∈Uk,‖u‖=1
εh(u),
δh = α(λk, λ
h
k) + β(λk, λ
h
k).
Теорема 7 Для достаточно малых h выполняется оценка погрешно-
сти
ϑ(Uk, U
h
k ) 6 c (ε
h + δh),
где c – постоянная, не зависящая от h.
Доказательство. Положим βhi = b(λ
h
k, Phu, y
h
i ), i = 1, 2, . . . , Nh, где
yhi , i = 1, 2, . . . , Nh – собственные элементы задачи (4), u ∈ Uk, ‖u‖ = 1.
Поскольку собственные элементы yhi , i = 1, 2, . . . , Nh схемы (4) образуют
ортонормированный базис в пространстве Vh, то элемент Phu ∈ Vh можно
представить в виде
Phu = Q
h
ku+ v
h
k + w
h
k ,
где
Qhku =
k+s−1∑
i=k
βhi y
h
i , v
h
k =
k−1∑
i=1
βhi y
h
i , w
h
k =
Nh∑
i=k+s
βhi y
h
i .
Здесь, как и выше, используется соглашение: для n < m сумма
n∑
i=m
равна
нулю.
Из сходимости λhi → λi при h → 0, i = 1, 2, . . . , k + s вытекает, что для
достаточно малых h выполняются неравенства λk−λ
h
k−1 > c, λ
h
k+s−λk > c,
где k > 1, λh0 = 0.
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Положим
ζh(u) = sup
vh∈Vh\{0}
|a(λhk , Phu, v
h)− λkb(λ
h
k, Phu, v
h)|
‖vh‖
.
Выполняется оценка
ζh(u) 6 c (ε
h + δh).
Для k > 1 докажем оценку
‖vhk‖ 6 c ζh(u).
Эта оценка при k = 1 выполняется тривиально. Пусть k > 2. Тогда спра-
ведливы соотношения
a(λhk , Phu, v
h
k) = a(λ
h
k , v
h
k , v
h
k),
b(λhk, Phu, v
h
k) = b(λ
h
k, v
h
k , v
h
k),
a(λhk, v
h
k , v
h
k) 6 λ
h
k−1b(λ
h
k, v
h
k , v
h
k).
Следовательно, получим
‖vhk‖ ζh(u) > −a(λ
h
k, Phu, v
h
k) + λkb(λ
h
k, Phu, v
h
k) =
= −a(λhk, v
h
k , v
h
k) + λkb(λ
h
k, v
h
k , v
h
k) >
> (λk − λ
h
k−1)b(λ
h
k, v
h
k , v
h
k) >
>
λk − λ
h
k−1
λhk−1
a(λhk, v
h
k , v
h
k) > c
−1 ‖vhk‖
2, k > 2.
Отсюда выводим требуемую оценку.
Для k > 1 докажем оценку
‖whk‖ 6 c ζh(u).
Нетрудно проверить, что
a(λhk, Phu, w
h
k) = a(λ
h
k, w
h
k , w
h
k), b(λ
h
k, Phu, w
h
k) = b(λ
h
k, w
h
k , w
h
k),
a(λhk, w
h
k , w
h
k) > λ
h
k+sb(λ
h
k, w
h
k , w
h
k).
Тогда приходим к соотношениям
‖whk‖ ζh(u) > a(λ
h
k , Phu, w
h
k)− λkb(λ
h
k, Phu, w
h
k) =
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= a(λhk , w
h
k , w
h
k) + λkb(λ
h
k, w
h
k , w
h
k) >
>
λhk+s − λk
λhk+s
a(λhk , w
h
k , w
h
k) > c
−1 ‖whk‖
2, k > 1.
Отсюда получим требуемую оценку.
Теперь, используя полученные выше оценки, выводим
‖Phu−Q
h
ku‖ 6 ‖v
h
k‖+ ‖w
h
k‖ 6 c ζh(u) 6 c (ε
h + δh)
при достаточно малых h. Следовательно,
ϑ(PhUk, U
h
k ) = sup
u∈Uk\{0}
‖Phu− P
h
k Phu‖
‖Phu‖
6
6 c sup
u∈Uk, ‖u‖=1
‖Phu−Q
h
ku‖ 6 c sup
u∈Uk, ‖u‖=1
ζh(u) 6 c (ε
h + δh).
где P hk – ортопроектор на U
h
k . Поэтому с помощью неравенства треуголь-
ника для раствора заключаем
ϑ(Uk, U
h
k ) 6 ϑ(Uk, PhUk) + ϑ(PhUk, U
h
k ) 6 c (ε
h + δh).
Теорема доказана.
Теорема 8 Пусть uhk – собственный элемент приближенной схемы (3),
b(λhk, u
h
k, u
h
k) = 1. Тогда найдется собственный элемент u = u(u
h
k) ∈ Uk
задачи (1) такой, что для достаточно малых h справедлива оценка по-
грешности ‖uhk − u‖ 6 c(ε
h + δh), c – постоянная, не зависящая от h.
Доказательство. Из теоремы 7 для u = Pkuhk, Pk – ортопроектор на
Uk, при достаточно малых h получим требуемый результат
‖uhk − u‖
‖uhk‖
=
‖uhk − Pku
h
k‖
‖uhk‖
6
6 sup
uh∈Uhk ,‖u
h‖=1
‖uh − Pku
h‖ = ϑ(Uk, U
h
k ) 6 c (ε
h + δh),
где c – постоянная, не зависящая от h, uhk = y
h
k ∈ U
h
k , ‖u
h
k‖ 6 c. Теорема
доказана.
Теорема 9 Пусть δh = O(εh) при h→ 0. Тогда для достаточно малых
h справедливы оценки погрешности 0 6 λhk − λk 6 c (ε
h)2, uhk − u‖ 6 c ε
h,
где c – постоянная, не зависящая от h, b(λhk, u
h
k, u
h
k) = 1, u = u(u
h
k) ∈ Uk.
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Доказательство. Результат вытекает из теорем 4 и 8.
Работа выполнена при финансовой поддержке фонда Гумбольдта (Ale-
xander von Humboldt Foundation) и Российского фонда фундаментальных
исследований, проекты 11-01-00864, 12-01-97026, 13-01-00908.
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